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ПРЕДИСЛОВИЕ

     Данное  пособие предназначено для суворовцев, желающих расширить  и углубить свои  знания по  разделу   « Логические основы ЭВМ ».

      В пособии  содержатся систематизированные  сведения по основам математической логики, что необходимо для понимания принципов работы и внутреннего устройства компьютеров.

      Объяснение материала сопровождается подробными комментариями и наглядными примерами, что позволит учащимся самостоятельно освоить тему. В конце каждого пункта предложены тренировочные задания для закрепления материала.

      При работе с пособием следует:

1) изучить теоретический материал;

2) рассмотреть  способы решения  задач;

3) самостоятельно решить предложенные задания
    ( в случае затруднения обратиться к  преподавателю за    

      консультацией).
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ИСТОРИЯ РАЗВИТИЯ ЛОГИКИ.
       Умение рассуждать, логически мыслить, давать ответы на поставленные вопросы играет очень важную роль в жизни человека.

       Логика – это наука правильно рассуждать, наука о формах и законах 

                        человеческого мышления. 

       Термин «логика» происходит от древнегреческого logos, означающего «слово, мысль, понятие, рассуждение, закон».

        Древние философы пытались найти ответ на вопрос, как и по каким законам мыслит человек, какими путями мышления можно прийти к истине в рассуждениях о событиях и явлениях окружающего мира. Основоположником логики считают Аристотеля, древнегреческого ученого, жившего в 384-322 г.г. до н. э. В логике Аристотеля сформированы логические категории «понятие», «суждение», «умозаключение», законы логики, метод дедукции, понятие гипотезы. Античную логику принято называть классической (формальной) логикой. 
          В дальнейшем логика в своем развитии перешла от формальной к математической логике, появление которой связывают с именем немецкого ученого и философа Г.В. Лейбница (1646 – 1716). Словесная форма записи рассуждений стала тормозить развитие логики. В логике появляются математические методы исследования. Логика обретает символьный язык, конкретность законов распространяется за рамки гуманитарных наук. Но формальная логика не утратила своего значения со временем и используется в гуманитарных науках, таких, как криминалистика,  философия, юриспруденция, психология.

           В период 1815 – 1864 г.г. благодаря трудам английского математика Дж. Буля появился раздел математической логики, получивший название алгебры  логики, или булевой алгебры.
           Алгебра логики – это раздел математики, нашедший большое практическое применение в технической области знаний. Она используется для решения сложных математических задач. при написании программ и алгоритмов, разработке компьютеров, электронных устройств, автоматических систем, в робототехнике и т.д.

ЭЛЕМЕНТЫ  АЛГЕБРЫ  ЛОГИКИ.

ВЫСКАЗЫВАНИЯ  И  ОПЕРАЦИИ  НАД  НИМИ.
        Высказывание – это любое повествовательное предложение какого -

                                     либо языка (утверждение), содержание которого 

                                     можно определить как истинное или ложное.

Примеры высказываний:

1) город Вашингтон – столица США (истинное) 

2) число 2 является делителем числа 7 (ложное)

3) two plus six is eight (истинное)

Рассмотрим три основные логические операции над высказываниями.

(1 – истина,  2 - ложь)                 
I. Коньюнкция (логическое умножение):
     - соответствует союзу  «и»;

     - обозначается символом   &  или (.

	А
	В
	 А &B
	Пример:

«Светит солнце,

и поют птицы»        

	0

0

1

1
	0

1

0

1
	 0

 0

 0

 1
	


II.Дизъюнкция (логическое сложение):

          - соответствует союзу «или»;

          - обозначается символом (.

	А
	В
	А ( В
	              Пример:

   «Зимой мы обычно ходим на лыжах  или  катаемся  на коньках  на  нашем  пруду»

	0

0

1

1
	0

1

0

1
	0

1

1

1
	


Ш. Инверсия  (отрицание):
         - соответствует частице  «не»;

         - обозначается символом  ( или

           надчеркиванием 
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	                       Пример:

              «Завтра я не приду к тебе»

	0

1
	1

0
	


   Всего в алгебре логики 16 операций, но любая логическая операция может быть выражена через конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание.
Тренировка
1.Какие из перечисленных ниже выражений являются высказываниями и каково их значение истинности:

«Сижу и смотрю»

«РASCAL - язык программирования»

 «Нуль – натуральное число»

« 3 + 5  = 2 ( 4 »

«Верно ли, что ( = 3,1415926 … »

«Вы любите изучать информатику ?»

« Ура! »

2.Даны  2 высказывания :

      А = (Число 5 - простое(
      В =  (Число 4 - нечетное(
Очевидно, что  А = 1,  В = 0. В чем заключаются высказывания :

а) ¬ А,      б) ¬ В,      в) А & B,     г) А ( В.
3. По мишени произведено  три выстрела.

    Рассмотрим  высказывания:

         Рk =  ( мишень поражена k – ым выстрелом(,

         k = 1, 2,  3.

Что означают следующие высказывания :

      а) Р1 ( Р2(  Р3 ;

      б) Р1 & Р2 & Р3 ;
      в)  ¬ (Р1 ( Р2(  Р3 ).

4. Найдите значения выражений :

      а) (1 ( 1) ( (1 ( 0) ;

      б) ((1 ( 0) & (1 & 1)) & (0 ( 1) ;
      в)  ((0 & 0) ( 0) & (1 ( 1).

ЛОГИЧЕСКИЕ  ФУНКЦИИ.

ПОСТРОЕНИЕ  ТАБЛИЦ  ИСТИННОСТИ.

         Введенные нами три логические операции дают возможность из простых высказываний строить сложные. Всякое сложное высказывание принимает значение 1 («истина»)  или  0 («ложь») в зависимости от значения простых высказываний, из которых оно построено.

          Таблицу, показывающую, какие значения принимает сложное высказывание при всех сочетаниях (наборах) значений входящих в него простых высказываний, называют таблицей истинности.

Алгоритм построения таблицы истинности:

1) посчитать количество переменных  n  в формуле;

2) определить число строк в таблице  m = 2n;

3) подсчитать количество логических операций в формуле;

4) установить последовательность выполнения логических операций с учетом скобок и приоритетов;

5) определить количество столбцов в таблице : число переменных + число операций ;
6) выписать наборы значений входных переменных ( их будет 2n);

7) провести заполнение таблицы по строкам.

Пример 1: 
Для функции
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Пример 2:
Для функции (( 1 & ( 2) ( (¬ ( 1 ( ( 2) построить таблицу истинности.

Под исходной формулой подпишем столбцы возможных значений под каждой из переменных (х 1  и  х 2); последовательно (по приоритету операций) выпишем столбцы значений операций.
          ( х 1    &     х 2 )   (   (  ¬    х 1    (    х 2 )
              0      0       0        1      1      0      1      0   

              0      0       1        1      1      0      1      1

              1      0       0        0      0      1      0      0

              1      1       1        1      0      1      1      1

        Можно также построить логическое выражение по заданной таблице истинности (т.е. выполнить обратное задание).

Для этого :

        1) для каждой строки таблицы истинности с единичным значением 

            функции  построить  произведение,  в  котором  переменные  со

            значением  0 входят  с  отрицанием,  а  переменные  со  значением 1 

             – без отрицания;
         2) объединить все произведения операцией дизъюнкция, что даст 
              стандартную   сумму   произведений   для   заданной   таблицы 
              истинности.

Пример 3 :

Построить логическую функцию по заданной таблицы истинности

	Х1
	Х2
	Х3
	F

	0

0

0

0

1

1

1

1
	0

0

1

1

0

0

1

1
	0

1

0

1

0

1

0

1
	0

1

1

0

0

1

0

0


          Найдем строки в которых  F = 1. Это вторая, третья и шестая строки.

           Для 2-ой строки : х1 = 0,   х2 = 0,  х3 = 1, значит произведение будет:
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           Для 3-ей строки : 
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           Для 6-ой строки : 
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В результате получается функция :

F
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Полученное выражение, как правило, можно упростить, пользуясь законами алгебры логики.

Тренировка
1. Составьте таблицы истинности для следующих формул логики высказываний:

а)  A & (A ( B ( C);
б)  B ( (B & A);
в)  
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г)  ¬ B & (A ( C).
     2.  Построить логическое выражение по заданной таблице истинности

	а)
	Х1
	Х2
	Х3
	F
	         б)
	X1
	X2
	X3
	F

	
	0

0

0

0
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1

1

1
	0

0

1

1

0

0

1

1
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0

0

0
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ЗАКОНЫ  ЛОГИКИ.  УПРОЩЕНИЕ  ЛОГИЧЕСКИХ  ВЫРАЖЕНИЙ.

В алгебре логике имеется ряд законов, позволяющих производить равносильные преобразования формул. Приведем соотношения, отражающие эти законы.
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свойства операций  «и»,  «или»,  «не»  
4) х ( х = х, х ( х = х – закон идемпотентности

5) 
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 ( операции с переменной и ее инверсией.

6) 
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7) х ( у = у ( х,  х ( у = х ( у  ( коммутативный закон (переместительный)

8) х ( х ( у = х,  х ((х ( у) = х ( закон поглощения
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10) 
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11) (х ( у)( z = x((y ( z) = x ( y ( z,
      (x ( y) ( z = x ( (y ( z) = x ( y ( z ( ассоциативный закон (сочетательный)

12) x ( (y ( z) = (x ( y) ((x ( z), x ((y ( z) = (x ( y) ( (x ( z) (  дистрибутивный
                                                                                  закон (распределительный)
Справедливость приведенных законов можно доказать с помощью таблиц истинности : надо выписать все наборы значений переменных, вычислить для них значения левой и правой частей, и убедиться, что результирующие столбцы совпадают.

Примеры:
Упростить логические выражения:
а) 
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б) 
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в) 
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Следует учитывать, что упрощение может быть выполнено и другим способом, т.к. оно является творческим, а не арифметическим процессом.

Тренировка
1) Проверьте истинность формул де Моргана с помощью таблиц истинности.

2) Упростите логические формулы.

а) 
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б) 
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в)  
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3) По заданной таблице истинности построить логическое выражение и упростить его.
	а)
	х1
	х2
	х3
	F
	                          б)
	x1
	x2
	F
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4) Заданы логические функции
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Проверить являются ли оно тождественными.

ЛОГИЧЕСКИЕ  ЭЛЕМЕНТЫ  ПК.

ПОСТРОЕНИЕ  ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ  СХЕМ.
       Каждой  элементарной  логической  операции   «и»,   «или»,  «не»   можно  поставить в соответствие элементарную логическую схему, или вентиль. На входе и выходе вентиля мы имеем физические сигналы двух видов, что можно ассоциировать с логическим ( (напряжение в проводе около  0  В)   и логической  1 ( напряжение равно  5  В).

Символическое изображение  вентилей:

1. Элемент  «и»:      

(конъюнктор)

                            [image: image35.png]— &[ Faex





2. Элемент «или»:   
(дизъюнктор)
                                          [image: image36.png]| F=xivz2





3. Элемент «не»:      

(инвертор)
                                            [image: image37.png]



С помощью основных логических элементов можно реализовать в виде логической схемы любую логическую функцию.

Пример 1
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Пример 2.
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Теперь рассмотрим, каким образом получается булево выражение по логической схеме.

Пример 3.
[image: image42.png]x1





  Запишем  значения на выходах элементов:

1: 
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2: 
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf])
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Т.е. 
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Полученную функцию можно упростить, используя теоремы булевой алгебры:
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Соответственно, и схема может быть проще.

       Логические элементы (их схемы) состоят из набора полупроводниковых элементов, в основном транзисторов. В свою очередь, из логических элементов собираются более сложные устройства – счетчики, сумматоры, кодеры-декодеры, триггеры (элементы памяти) и др. Из последних формируются целые узлы ЭВМ.

Тренировка.
1) Как назвать данные вентили? Объясните как они работают.
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2) Постройте схемы, работа которых описывается логическими формулами:

а)
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б) 
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в) 
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3) В предложенных схемах запишите формулы выходных сигналов каждого логического элемента:
а)

[image: image57.png]



б)
           [image: image58.png]



  в)

        [image: image59.png]x1





4) Два друга собрали схему. В результате тестирования (проверки выходного сигнала от всевозможных комбинаций входных) оказалось что выходной  сигнал  D  в точности  повторяет  один  из трех  входных. Укажите какой.
[image: image60.png]oo®





5) В комнате три выключателя – А, В, С:

А – при входе;

В – над письменным столом;

С – над диваном.

     Постройте  схемы, которые позволяют включать свет следующим образом:

        - любым из трех выключателей;

        - одновременным включением всех трех; 

        - одновременным включением А и В или только С.

Примечание: из курса физики известно –
а)

       [image: image61.png]



последовательное соединение контактов (логическая операция «и»)

б)

      [image: image62.png]


      
параллельное соединение контактов (логическая операция «или»)

       6) Судейская коллегия. состоящая из трех членов, выносит решение большинством голосов при тайном голосовании. Постройте такую схему, чтобы голосование каждого члена «за» производились нажатием кнопки (включением выключателя) и в случае принятия решения загоралась сигнальная лампочка.
7)Для каждой схемы необходимо :
           - определить. будет ли гореть лампочка при заданных состояниях выключателей,

          - указать все состояния выключателей, при которых лампочка будет гореть.

а)
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                                                                                                      К1 = 0,  К2 = 1
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                                                                                           К1 = 0,  К2 = 1, К3 = 1                                                      

Примечание :  NOT – «не»,   AND – «и»,   OR – «или».
ЛОГИЧЕСКИЕ  ЗАДАЧИ  И  СПОСОБЫ  ИХ  РЕШЕНИЯ.

         Логические задачи очень разнообразны. Способов их решения тоже немало. Но наибольшее распространение получили 3 способа решения логических задач: 
         - средствами алгебры логики;

         - построением таблиц истинности;

         - с помощью рассуждений.

Познакомимся с каждым из них на конкретных примерах.

Пример 1.

Три свидетеля дали показания, что преступники скрылись с места преступления:

а) на черном «Бьюике»;

б) на синем «Форде»;

в) не на черном «Крайслере».

Каждый из них в чем-то одном ошибался. На какой машине скрылись преступники?

           Решение:
Введем обозначения для логических высказываний:

C - черная
S - синяя
B - «Бьюик» 
F - «Форд»
K - «Крайслер»
Ложными будут высказывания:  B ( F,  F ( K,  B ( K,  S ( C.
Из условия задачи истинно следующее высказывание:
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Ответ:  у преступников был  синий «Бьюик».
Пример 2.

Разбирается дело Батончика, Ленчика и Пончика. Кто-то из них нашел и утаил клад. На следствии каждый из них сделал два заявления:

а) Батончик: «Я не делал этого. Пончик сделал это».

б) Ленчик: «Пончик невиновен. Батончик сделал».

в) Пончик: «Я не делал этого. Ленчик не делал этого».
Суд установил, что один из них дважды солгал, другой дважды сказал правду, а третий – один раз солгал, один раз сказал правду. Кто из них утаил клад.

             Решение:

Обозначим буквами утверждение:

Б – Батончик утаил клад.

Л – Ленчик утаил клад.

П – Пончик утаил клад.

Тогда каждое их заявление, состоящее из двух утверждений, можно представить так:

Батончик - 
[image: image67.wmf];

,

П

Б

   Ленчик - 
[image: image68.wmf];
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   Пончик - 
[image: image69.wmf].
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	№
	Версии
	Высказывания  из 2х заявлений

	
	
	Батончик
	Ленчик
	Пончик

	1
	Б
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	2
	Л
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	3
	П
	1
	1
	0
	0
	0
	1


Версия 3 соответствует условию задачи:

У Батончика оба заявления верны,  Ленчик оба раза солгал, Пончик один раз солгал, другой – нет.

Ответ: клад у Пончика.

Пример 3.

Разбирается дело двух братьев близнецов. Один из них Джон – он преступник. Известно, что один из братьев лжец. Судья спрашивает первого: «Вы Джон?», на что тот отвечает  «Да». Спрашивает второго: «Вы Джон?». Тот ответил. После чего, судья сразу догадался, кто из них преступник.  Кто Джон?
              Решение:

    Если бы второй близнец ответил «да», то судья очевидно, не смог бы узнать, кто из них Джон. Поэтому ясно, что второй близнец ответил «нет». Это означает, что либо оба говорили правду, либо оба лгали. Однако они не могли говорить правду одновременно, т.к. по условию задачи, по крайней мере, один из них всегда лжет. следовательно, они оба лгали, и значит, Джоном зовут второго близнеца.

Ответ: Джон – второй близнец.

Тренировка.
1) На конгрессе встретились четверо ученых:  физик,  биолог,  историк  и математик. Каждый  ученый  владел  двумя  языками  из  четырех   ( русским, английским, французским и итальянским), но не было такого языка, на котором могли бы вести беседу сразу трое. Никто из ученых не владеет и французским, и русским языками. Хотя физик не говорит по-английски, он может служить переводчиком, если историк и биолог захотят побеседовать. Историк говорит по-русски и может говорить с математиком,  хотя тот не знает ни одного русского слова. Физик, биолог и математик не могут разговаривать на одном языке. Какими двумя языками владеет каждый ученый?

2)  На марафонском беге было сделано два прогноза о местах которые займут спортсмены Василенко, Левченко и Симченко, реально претендующие на призовые места:
1. «Симченко будет I, Васильченко II, а Левченко III».

2. Победит Васильченко, Левченко придет вторым, а Симченко будет третьим.

После окончания состязания оказалось, что три фаворита действительно заняли три первых места, но предсказания оказались ложными ( ни в одном из предсказаний ни одно из мест не было названо правильно). Какое место занял каждый из спортсменов. 

3) Однажды гномы, решившие отправиться за сокровищами, собрались на совет, чтобы обсудить возможные опасности. Было высказано три предложения:

1. Их либо захватят гоблины, либо нападет дракон, либо они заблудятся в лесу, либо их ожидают какие-то две, а может быть и все три из этих опасностей.

2. Если дракон не нападет, то они утонут в реке.
3. И дракон нападет и заблудятся в лесу.

Помогавший им волшебник успокоил их и сказал, что второе и третье предложения ложны.

Какие же опасности следует ожидать гномам?

4) Пред сдачей вступительных экзаменов в институт Миша предполагал, что:

1. если он сдаст математику, то информатику он сдаст при условии, что не завалит диктант;

2. не может быть чтобы он завалил диктант, и математику;

3. достаточное условие завала по информатике – это двойка по диктанту.

После сдачи экзаменов оказалось, что из трех высказанных предложений, только одно было ложным. Как Миша сдал экзамены?

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  ЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ.

В жизни некоторые суждения и связи между ними бывают столь громоздки, что на помощь в решении таких логических задач привлекают ЭВМ.
В этом случае решение задачи осуществляется в два этапа:

( построение модели данного логического суждения – этот этап выполняет

    человек;

( работа с моделью – этот этап выполняет ЭВМ по программе. 

Задача «Комиссар  Мегрэ».
Вернувшись домой Мегрэ позвонил на набережную Орфевр.

( Говорит Мегрэ. Есть новости.

( Да шеф. Поступили сообщения от инспекторов. Торранс установил, что если Франсуа был пьян, то либо Этьен убийца, либо Франсуа лжет. Жусьен считает, что или Этьен убийца, или Франсуа не был пьян и убийство произошло после полуночи. Инспектор Люка просил передать вам, что если убийство произошло после полуночи, то либо Этьен убийца, либо  Франсуа лжет. Затем звонила …

( Все. Спасибо. Этого достаточно. – Комиссар положил трубку. Он знал, что трезвый Франсуа никогда не лжет. Теперь он знал все.

   Кто убийца? 

            Решение:

Рассмотрим следующие простые высказывания:
А = (Франсуа был пьян(
В = (Этьен убийца(
С = (Франсуа лжет(
D = (Убийство произошло после полуночи(
По условию задачи:
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Сам Мегрэ знает, что 
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Истинной будет и коньюнкция четырех высказываний:
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Ниже приводится программа, которая не только строит таблицу истинности для полученного высказывания, но и интерпретирует полученный результат.

CLS

DIM A$(4)

FOR I = 1 TO 4

READ A$ (I)

NEXT I
FOR A =0 TO 1

FOR B = 0 TO 1
FOR C = 0 TO 1
FOR D = 0 TO 1

F = (A IMP (B  OR  C)) AND ( B  OR (NOT(A)  AND  D)) AND (D  IMP (B  OR  C))

F = F AND ( NOT (A)  AND  NOT (C))

IF  F = 0  THEN GOTO 100
PRINT  A; B; C; D ;F;

IF A = 1  THEN  PRINT  A$(1);

IF B = 1  THEN  PRINT  A$(2);
IF C = 1  THEN  PRINT  A$(3);
IF D = 1  THEN  PRINT  A$(4);

100    NEXT  D, C, B, A

DATA  Фрасуа был пьян, Этьен убийца, Франсуа лжет, убийство 

              произошло после полуночи. 
END

[image: image74.emf]
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